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Elucidacao Estrutural Através da
Cristalografia: Teoria Basica

Jean Marcos F. Custodio, Luiz F. N. Naves & Wesley F. Vaz

Quando é necessario identificar e/ou analisar a matéria e sua estrutura tridimensional,
a cristalografia surge como uma poderosa solucdo metodologica. Ela se baseia no
experimento da difracdo dos raios-x por cristais e ¢ amplamente utilizada em varias
areas das ciéncias. Baseados na aplicacao da cristalografia como ferramenta que leva
ao conhecimento estrutural molecular, nds propomos aqui um maior detalhamento da
teoria basica envolvida em uma analise cristalografica. Foram abordados os trés pilares
fundamentais da cristalografia (simetria, difragdo de raios-x e densidade eletronica),
partindo da degenerescéncia dos sistemas cristalinos, passando pelo experimento de
difragdo e a lei de Bragg, transformada de Fourier e, finalmente, o problema da fase.

Palavras-Chave: cristalografia; simetria; difra¢do de raios-x.

When it is necessary to identify and/or analyze the matter and its three-dimensional
structure, crystallography emerges as a powerful methodological solution. It is based on
the experiment of x-ray diffraction by crystalline samples and is widely used in several
fields of sciences. Based on the application of crystallography as a tool that leads to
molecular structural knowledge, we propose here a greater detail of the basic theory
involved in a crystallographic analysis. The three fundamental pillars of crystallography
(symmetry, x - ray diffraction and electron density) were studied, starting from the
degeneracy of the crystalline systems, through the diffraction experiment and the Bragg
law, Fourier transform and, finally, the phase problem.

Keywords: crystallography; symmetry; x - ray diffraction.
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Introducdo

A cristalografia estuda a matéria em seu estado solido
ou condensado, estado no qual o movimento das moléculas
¢ restrito devido as fortes interagdes intermoleculares
ali presentes, resultando em uma estrutura rigida. As
propriedades dos solidos dependem do tipo de forga
existente entre os atomos/moléculas'. Um cristal pode ser
definido como um sélido composto de adtomos, dispostos
segundo um padrao periodico em trés dimensoes. Como
tal, cristais diferem de uma maneira fundamental de gases
e liquidos, porque os arranjos atdmicos no segundo grupo
ndo possuem o requisito essencial de periodicidade. Nem
todos os solidos sdo cristalinos, no entanto, alguns sdo
amorfos, como o vidro, e ndo tém qualquer arranjo interior
regular de atomos>.

Uma caracteristica importante repetida no interior
de cristais reais € a distribui¢do da densidade eletronica,
devido a isso, os raios-X incidentes podem interagir com
um elétron do cristal e gerar padrdes de interferéncia de
raios-X. A simetria do padrdo de interferéncia contém
informagdes sobre a ordem interna do cristal (a “ordem
interna tridimensional” por defini¢do), enquanto que as
intensidades dos feixes difratados contém informagdes
estruturais sobre o objeto a ser repetido (o “solido
homogéneo” por defini¢do). Por conseguinte, a fim de
compreender a analise da estrutura de um cristal, um
entendimento detalhado de simetria é importante. Dessa
maneira, as proximas se¢des discorrerdo com mais acerca
da simetria em compostos cristalinos e, posteriormente,
sobre a difragdo de raios-X em tais compostos>.

CELA UNITARIA E REDES DE BRAVAIS

Em um cristal, a repeticdo de um objeto em uma
orientagdo idéntica (ou seja, sem qualquer rotagdo) em
intervalos regulares ¢ caracterizada por trés vetores
nido coplanares, denominados eixos cristalograficos,
representados por a, b ¢ c¢. Esses vetores sdo escolhidos
de modo que, tomados em sequéncia, formam um sistema
axial que segue a regra da mio direita. Posi¢cdes atomicas,

ao longo de cada uma dessas diregdes, sdo geralmente
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medidas em termos de coordenadas fracionarias x, y € z
variando de 0 a 1. Os angulos formados entre os vetores
axiais sdo designados por y (entre ae b), f (entreaec)e a
(entre b e c¢). A unidade do padrdo repetida regularmente
por translagdo em uma substancia cristalina ¢ chamada
de “cela unitaria” daquele cristal, que pode também ser
definida como a menor porg¢ao do cristal que ainda conserva
as propriedades originais desse. As seis dimensdes da
cela unitaria, a, b, c, a, p e y determinam sua forma e o
seu tamanho. Por convengdo, a cela unitaria ¢ escolhida
de modo a exibir a maior simetria do cristal e tera angulos
interaxiais ndo muito distantes de 90°4. Uma representacao
de cela unitaria é dada na Figura 1(a)

(b)

Figura 1. Representacdo de uma cela unitaria em (a) mostrando os eixos
cristalograficos a, b e ¢, os angulos interaxiais o, p e y e as faces A, B e
C. Em (b) ¢ mostrada uma base formada por pontos e, por fim, em (c) ¢
mostrada a rede cristalina da base (b).

Ao descrever sistemas cristalinos, muitas vezes, €
conveniente ignorar 0s atomos reais que compdem O
cristal e o seu arranjo periddico no espago e substitui-los
por um conjunto de pontos imaginarios que possuem uma
relacdo fixa com os atomos do cristal no espago, podendo
ser considerados como um tipo de “esqueleto” sobre o qual
o cristal real é constituido. Dessa maneira, a base de um
cristal em particular [Figura 1(b)] € o conjunto de pontos
infinitos que podem ser gerados a partir de um ponto inicial
pela repeticdo infinita dos vetores da cela unitaria do cristal.
Frequentemente, ha erros conceituais como confundir o
termo “base” com “estrutura” ou afirmar que a base apenas



indica os vértices da cela unitaria. O conjunto de pontos
que caracteriza a base de um determinado cristal pode
ser estabelecido sobre a estrutura desse cristal de modo
que cada ponto tenha propriedades idénticas em cada cela
unitaria, independentemente, de onde aquele ponto possa
estar. Os atomos do cristal podem estar nos pontos, mas
os pontos podem muito bem estar entre os atomos. A ideia
principal aqui tratada é que cada ponto na cela unitaria tera
0 mesmo ambiente atdmico em cada cela unitaria. A rede
cristalina é a combinacao das celas unitarias e a base, como
representado na Figura 1(c).

Ao dividir o espaco em trés conjuntos de planos,
podem ser obtidas celas unitarias das mais variadas formas,
dependendo de como tais planos sdo arranjados. Por
exemplo, se esses trés planos forem igualmente espacados
e mutuamente perpendiculares, a cela unitaria € cubica.
Nesse caso, os vetores a, b e ¢ sdo iguais, bem como os
angulos formados entre eles, ou seja,a=b=cea=p=y2
Os sete sistemas cristalinos sdo obtidos pela comutagdo dos
valores angulares e axiais, sendo listados na Tabela 1

Tabela 1. Configuragdes espaciais dos sete sistemas cristalinos

Sistema cristalino Valores axiais | Valores angulares
Cubico a=b=c a=B=y=90°
Tetragonal a=b#c a=B=y=90°
Ortorrémbico azb#c a=pB=y=90°
Trigonal (ou a=b=c a=B=vy#90°
romboédrico)
Hexagonal a=b#c a=pB=90°%y=120°
Monoclinico azb+#£c a=y=90°#p
Triclinico atb+#c a£PB#y#90°

Para a defini¢do de cela unitaria e parametros de rede
da secdo anterior, foram usados exemplos de cela unitaria
primitiva, isso €, apenas um ponto por cela. Cada uma

dessas celas primitivas definem um tipo de base. Porém,
ha ainda outros tipos de base que sdo baseadas em celas
ndo primitivas, independentes em relagdo as primitivas.

Outro tipo de cela unitaria é percebido se, por exemplo,
em uma cela cubica houver pontos localizados no centro da
cela, além dos vértices. Nesse caso, os novos arranjos de
pontos na base alteram o tipo da cela unitaria. Similarmente,
um novo tipo de base é gerado em uma cela unitaria cubica
na qual hé pontos situados nos centros de cada face.

As quatorze redes de Bravais sdo representadas na
Figura 2, sendo os simbolos P, F, I, etc., com os significados
como seguem. A primeira distingdo a ser feita ¢ entre celas
primitivas (representadas por P ou R) e celas ndo-primitivas
(demais simbolos): celas primitivas tém somente um
ponto a cada cela unitaria, enquanto que as ndo-primitivas
possuem dois ou mais pontos por cela unitaria. Um ponto
no interior de uma cela pertence aquela cela, enquanto que
um ponto em uma determinada face ¢ compartilhado por
duas celas e, por fim, um ponto no vértice de uma cela ¢
compartilhado por oito celas. Dessa maneira, o niimero de
pontos por cela ¢ definido por
onde Ni = numero de pontos no interior, Nf = nimero de

N N
N=N+FL1_¢c 1
‘+2+8 (1

pontos nas faces ¢ Nc = niimero de pontos nos vértices da
cela unitaria. Pela andlise da Equag@o 1, torna-se claro que
qualquer cela com pontos apenas nos vértices €, portanto,
primitiva, enquanto uma que contém pontos adicionais
no interior ou nas faces ¢ ndo-primitiva. O simbolo F ¢ |
significam celas unitarias centrado nas faces e de corpo
centrado, respectivamente, enquanto que os simbolos
A, B e C significam centrados nas faces A, B ou C,
respectivamente. O simbolo R ¢ usado especialmente para
o sistema romboédrico (ou triclinico)?

A auséncia dos demais tipos de cela unitaria na Figura 2
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Figura 2. Representagdo das 14 redes de Bravais. Adaptado de Cullity(2014)

(por exemplo, monoclinica de faces ou corpo centrado) por
ser explicado por meio da reducdo de simetria celular. Por
exemplo, uma cela monoclinica centrada nas faces (F) pode
ser reduzida a uma cela monoclinica centrada em C. Por
ndo ser o foco do escopo desse artigo, tais transformagdes
nao serdo aqui abordadas.

SIMETRIA PONTUAL E ESPACIAL

A secdo anterior descreveu a natureza cristalina em
sua esfera externa, isto ¢, as caracteristicas do padrdo de
periodicidade e escolha da cela unitaria — a menor por¢ao
que se repete por translagdo em um composto cristalino.
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Porém, elevando tal discussdo a um nivel interno obtém-
se o padrdo estrutural contido em uma Unica cela unitaria.
Nessa altura, faz-se necessario o entendimento de termos
basicos na descricao da simetria pontual.

A unidade assimétrica ¢ a menor parte de uma estrutura
cristalina, a partir da qual a estrutura completa pode ser
derivada através da utilizagdo de operagdes de simetria
nos grupos espaciais (incluindo translagdes). A unidade
assimétrica pode ser constituida por apenas uma molécula
ou ion, parte de uma molécula, ou de varias moléculas
que ndo estdo relacionadas por simetria cristalografica.
A unidade molecular ¢ a unidade formadora da unidade
assimétrica. Uma operacdo de simetria ¢ a conversdo de
uma unidade em outra aparentemente idéntica & primeira,
podendo ser em relagdo a um ponto, um eixo ou um plano
de simetria. Assim, um objeto ¢ simétrico quando uma
operacdo de simetria aplicada nele produz um segundo
objeto indistinguivel do original. Os meios usados na
operagdo de simetria, isso é, o ponto, eixo ou plano, sdo
chamados de elementos de simetria®.

A simetria pontual ¢ regida pela congruéncia dos
objetos. Dois objetos sdo considerados congruentes quando
pontos situados em ambos 0s objetos sdo correspondentes
e distam igualmente um do outro. Consequentemente,
os angulos correspondentes serdo iguais em valores
absolutos. A congruéncia pode ser do tipo direta ou oposta
em relagdo ao produto final. A congruéncia direta ndo
inverte as propriedades do objeto ou, aplicado a quimica,
ndo inverte a quiralidade da molécula. Dessa maneira, na
congruéncia direta, o objeto age como um corpo rigido.
As principais operagdes de simetria de congruéncia direta
presente nos grupos pontuais sdo a translag@o e rotacdo. Se
a congruéncia é oposta, entdo ambos os objetos envolvidos
na operacgdo de simetria sdo ditos enantiomorfos, uma vez
que a quiralidade molecular ¢ invertida apos tal operacao.
As principais operagdes de simetria de congruéncia oposta
presente nos grupos pontuais sdo a inversao, a reflexdo e
a rotoinversao (o produto de uma rotagdo seguida de uma
inversao)’.

A Figura 3(a) mostra um paralelogramo. Uma vez que
o paralelogramo possui dois pares de lados congruentes,



esse permanece inalterado ap6s rotacdes de 180° ou 360°.
O angulo minimo de rotagdo para que a forma seja idéntica
a original ¢ igual a 180°, diferente da Figura 3(c), na qual o
angulo minimo de rotagdo ¢ igual a 90°. Eixos de simetria
rotacional sdo representados por 360/6=n, em que O ¢ o
angulo minimo de rotacdo e n ¢ conhecido como “ordem
do eixo de rota¢do”. Por defini¢do, um eixo de rotagdo de
ordem n ¢ uma linha na qual o corpo ¢é transformado em si
mesmo n vezes durante uma rotagdo de 360°.

Os eixos de simetria rotacional de ordem 2, 3,4 e 6 ¢

Figura 2-3: Representagdo dos eixos de rotagdo proprios de ordem 2, com
© = 180° (a), ordem 3,

os valores angulares sdo mostrados na Figura 3. A partir
dos eixos representados, torna-se claro que qualquer
corpo regular ou ndo apresenta intrinsecamente um eixo
de rotagdo de ordem 1. Eixos de rotagdo de ordem 5 ou
superior a 6 ndo sdo possiveis, uma vez que tais formas néo
sdo capazes de perfazer completamente um plano da cela
unitaria. A inexisténcia desses eixos de rotagdo ¢ definida
pelo teorema da restri¢do cristalografica 7.

Outro tipo de operagdo de simetria ¢ a reflexdo através
de um plano com espelho. Essa operagdo converte um
objeto em sua imagem especular. A simetria de reflexdo
ocorre quando um plano pode ser construido tal que um
objeto ou molécula de um lado do plano se relaciona ao
outro como se tivesse sido resultado de uma reflexdo por
um espelho entre eles. Um espelho no plano paralelo ao
plano yz e passando através da origem convertera um
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objeto em X, y, z em um objeto de coordenadas —x, y, z.
Um plano especular é representado pela letra m e ocorre
naturalmente em moléculas organicas. Somado a isso, ha
também a operacdo de simetria que envolve a inversdo,
uma transformagdo “de dentro para fora”. Um corpo tem
um centro de inversdo se os pontos correspondentes do
corpo sao localizados a distancias iguais a partir do centro
de uma linha tragada entre tais pontos. Um corpo que tem
um centro de inversdo tera sua configuragdo invertida se
cada ponto no corpo ¢ invertido, ou “refletido”, no centro de
inversdo®. A Figura 4 mostra o centro de inversdo (ou centro
de simetria) de um analogo de neolignana.

A partir da combinag@o dos eixos de rotagdo proprios,

Figura 4. Representacdo do centro de inversdo de um analogo de
neolignana. d e d’ sdo as distancias de um ponto até o centro de simetria
molecular. Note a igualdade entre d e d’.

improprios (isto €, espelho e rotoinversdes) e inversdes sao
derivados os trinta e dois grupos pontuais (Tabela 2). Nesse
ponto, & importante ressaltar que duas operagdes de simetria
sempre irdo gerar uma terceira operag¢do de simetria. Por
exemplo, se um mesmo objeto apresenta dois eixos de
rotagdo proprio, um terceiro eixo de rotacdo improprio sera
gerado. Entretanto, se um eixo de rotag@o proprio e um de
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rotagdo impropria se interceptam, automaticamente, sera
gerado um eixo de rotagdo improprio. Finalmente, um eixo
de rotacdo proprio sera gerado a partir da interceptagdo de
dois eixos de rotagdo improprios'.

Nem todas as reflexdes de Bragg, I(hkl), sdo inicas em

Tabela 2. Os 32 grupos pontuais (com énfase nos 11 grupos de Laue)

Sistema cristalino Grupo pontual

Triclinico 1; 1%

Monoclinico 2; m; 2im*

Ortorrémbico 222; mm2; mmm*

Tetragonal 4; %; 4/m*; 422; 4mm; 42m; 4/mmm*
Trigonal Romboédrico 3:3*:32; 3m; 3m*

Hexagonal 6 B; 6/m*; 622; 6mm; 6m2; 6/mmm*
Ciibico 23;m3 ™ 432; 43m; m3m*

intensidade. Georges Friedel percebeu que a distribuicdo de
intensidade em um padrao de difragdo € centrossimétrica, ou
chamada Lei de Friedel. Como resultado, havera reflexdes de

I(hkI) = I(hkI) 2

Bragg com diferentes (mas relacionados) indices que terdo
intensidades idénticas. A Uinica excegdo para a Lei de Friedel
¢ encontrada se os atomos espalharem a radiacdo de forma
andmala.

Qualquer simetria no empacotamento de objetos ¢é
relacionada (de maneira reciproca) a simetria do seu padrao
de difragdo, e esse ultimo pode ser usado para determinar
a simetria cristalina, a fim de obtengdo do grupo espacial.
A combinagdo dessa ultima informacdo com a lei de
Friedel ¢ de extrema importancia, pois impde um padrdo
de difracdo centrossimétrico a toda estrutura analisada,
independente do cristal possuir ou ndo um centro de
simetria. Consequentemente, o padrao de difracdo sempre
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pertencera a um grupo pontual centrossimétrico, marcados
com um asterisco na Tabela 2 e sdo conhecidos como
grupos de Laue °.

Perfazendo todos os aspectos de simetria até agora
vistos, tem-se que: (a) a métrica da cela unitaria produz
sete distintos sistemas cristalinos; (b) a topografia de
vizinhanga da cela unitaria permite a existéncia de outros
reticulos cristalinos (sendo o primitivo), o que causa a
degenerescéncia dos sete sistemas cristalinos em quatorze
sistemas cristalinos, denominados Redes de Bravais; e (c)
a combinacdo das operagdes de simetria proprias (rotagdo e
translac@o) e improprias (reflexo, inversdo e rotoinversao)
resultam em um total de trinta e dois grupos pontuais,
sendo os centrossimétricos denominados de grupos de
Laue. Consequentemente, combinando as quatorze redes
de Bravais com os trinta e dois grupos pontuais, ha a
ocorréncia de setenta e trés grupos espaciais simorficos.

Como ultima esfera da simetria cristalina, os grupos
espaciais devem conter todas as possibilidades para o
arranjo tridimensional. Para isso, sdo consideradas outras
duas operacdes de simetria (produto da combinagdo de
rotagdo, translagdo e reflexdo): (a) o produto de uma
rotagdo seguida de uma translago (eixo parafuso); e (b) o
produto de uma reflexdo seguida de translag@o (plano com
deslizamento).

Um eixo parafuso, nr, envolve uma rotagdo de 360°/n
sobre um eixo combinado com uma translacdo paralela ao
mesmo eixo por r/n da cela unitaria naquela dire¢do. Um
eixo parafuso 2, que passa pela origem da cela unitaria e
¢ paralelo a b converte um objeto em x, y, z em um em
—X, 1/2+y, -z. A identidade enantiomoérfica do objeto ¢é
mantida apos essa operagdo de simetria. Um plano com
deslizamento envolve uma reflexdo em relacdo a um
plano combinado com uma translacdo. Para um plano
de deslizamento, denominado a, b ou ¢, o componente
translacional ¢ a/b, a/b ou ¢/2 ou, respectivamente. Para
um plano com deslizamento ¢, se o plano do espelho ¢
perpendicular a b e a translagdo ¢é paralela a ¢, um objeto em
X, y, z é convertido no seu enantiomorfo situado em —x, -y,
1/2+z. Outros tipos de planos com deslizamentos incluem
um deslizamento diagonal, denominado n, com transla¢des



a/2 + b/2, ou a/2 + ¢/2, ou b/2 + ¢/2, e um deslizamento
diagonal, denominado d, com translagdes a/4 + b/4 , ou a/4
+c/4, oub/d +c/4°.

A Figura 5 mostra dois eixos parafuso de ordem 21 com
componente translacional de magnitude %2 e direcdo t (a)
e dois planos de deslizamento c, ou seja, com translacdo
na dire¢do do eixo cristalografico ¢ (b) referentes a um
analogo de neolignana.

Apobs a aplicacdo desses produtos de operagdes de

{a} b)

Figura 5. Representacdo das operagdes de simetria eixo helicoidal 21
(eixo parafuso) (a) e plano com deslizamento (b). Em ambas as imagens,
t representa a dire¢do da translagdo. Em (b), o deslizamento t ¢ feito na
diregéo do eixo cristalografico c.

simetria, os setenta e trés grupos espaciais iniciais se
tornam, no total, duzentos e trinta grupos. Cada um
desses grupos pode ser definido como o conjunto de
transformagdes que levam a periodicidade tridimensional
do arranjo cristalino. Consequentemente, um grupo
espacial ¢ o grupo de operagdes que convertem uma
molécula ou unidade assimétrica em um padrdo espacial.
Os grupos espaciais podem ser identificados, embora por
vezes com ambiguidade, a partir das auséncias sistematicas
no padrdo de difracdo. O volume A da Tabela Internacional
de Cristalografia (International Tables for Crystallography
— Vol A)* sumariza todos os grupos espaciais aqui

mencionados.

Difracdo de Raios-X

Ha muito a andlise estrutural ¢ realizada partindo-se da
interagdo da energia com a matéria. De uma forma sucinta
e simplista, a energia contida em uma onda eletromagnética
interage com a matéria ¢ essa responde de acordo com a
quantidade de energiarecebida, produzindo padrdes paraanalise
estrutural. Por exemplo, na espectroscopia de infravermelho, a
intera¢do da luz com a matéria causa a absorcao de energia o
que, devido a energia contida na onda eletromagnética, resulta
em uma deformagdo axial, produzindo valores especificos
para determinados fragmentos moleculares °. Uma onda
eletromagnética ¢ um pulso energético que se propaga no
vacuo transportando energia. Tais ondas sdo associadas a
particulas materiais com energia dada pela Equagao 3
em que h ¢ a constante de Planck, c ¢ a velocidade da luz,

E=hr= — Q)

que corresponde a velocidade de propagacdo de qualquer
onda eletromagnética no vacuo e A é o comprimento de
onda'®. A fim de compreender ndo apenas a composi¢ao
quimica, como também a distribui¢do tridimensional da
matéria, faz-se necessaria a abordagem de uma interacao tal
que seja compativel com o nivel microscopico da matéria.
Nesse sentido, os raios-X sdo de extrema importancia na
cristalografia, uma vez que seu comprimento de onda ¢ da
mesma ordem que a distancia interatdmica (A= 1A =10"°m),
permitindo que ocorram os fendmenos de espalhamento e
difragdo da radiagdo incidente.

Uma vez que os raios-X formam uma radiago
eletromagnética, um raio-X tem um vetor campo elétrico
com varia¢do senoidal em relacdo ao tempo na direcdo
perpendicular a dire¢do de propagacdo. Esse campo exercera
uma for¢a em uma particula isolada e carregada, tal como
um elétron. De acordo com a teoria classica, os elétrons,
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agora oscilantes devido ao campo elétrico da radiacdo
incidente, tornam-se uma nova fonte espalhadora em todas
as diregdes. A cristalografia se restringe ao espalhamento
elastico, isso ¢, o comprimento de onda da radiagdo incidente
tem a mesma magnitude do comprimento de onda da
radia¢do espalhada. A amostra na qual a radiagdo incidente
¢ espalhada, denominada espaco direto. Se a amostra ¢ um
cristal, o espago direto sera constituido pela rede cristalina
e os eixos cristalograficos a, b e c. O padrao de difragdo
existe em um espaco reciproco ao espago direto. Dessa
maneira, os feixes de Bragg difratados podem ser descritos
como pontos do espago reciproco, sendo constituidos pelos
eixos a*, b* e c¢*. Se a localizacdo dos atomos no espago
direto ¢ definida pelo vetor r = xa + yb + zc , no espago
reciproco, tal localiza¢dao ¢ dada pelo vetor espalhamento
S =ha* + kb* + 1Ic*, onde h, k e 1 sdo os indices de Miller.

O processo de espalhamento, a partir de dois centros,
¢ mostrado na Figura 6 como uma onda plana de um raio-
X incidente, sendo espalhado por a, e a, e resultando em
uma onda plana espalhada. Para isso, assumimos que
os espalhadores sdo compardveis em tamanho com o
comprimento de onda do raio-X, a onda espalhada tem o
mesmo comprimento de onda da onda incidente e que os
feixes sdo espalhados uma tnica vez

Na representagdo, s, e s sdo vetores normais as frentes

Figura 6. Espalhamentos combinados de dois centros espalhados al e a2,
situados em C e B; s0 e s sdo os vetores unitarios dos raios incidentes e
espalhados, respetivamente e r ¢ a distancia entre os espalhadores.
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de ondas incidente (1) e espalhada (2), com moédulos de |s,|
=|s|=1/\, em que A é o comprimento de onda do raio-X.
As ondas espalhadas por a, € a, sdo ditas em fase quando as
cristas e vales de onda estdo alinhados, resultando em uma
amplitude méaxima. Para isso, a diferenga entre os caminhos
dos dois feixes ¢ a diferenga das projegdes escalares de r em
s’e s e deve ser igual a um numero inteiro de comprimento
de onda

Emque §=(s-s;)/A¢chamado de vetor espalhamento.

Rt
i
!
-1
&'l

=7-5 “

S

Se ¢ a diferenga de caminho para o espalhamento de a, € a,,
entdo a diferenca de fase correspondente é
A LEI DE BRAGG

¢ =257 &)

Em 1912, o fendmeno da difragdo foi abordado por W.
L. Bragg a partir de planos de um reticulo cristalino, como
pode ser visto na Figura 7. Para isso, consideremos um feixe
de raios X incidente em um par de planos paralelos (Plano 1
e Plano 2). Os raios incidentes formam um angulo 6 com os
planos difratores. Como particulas carregadas, os elétrons
oscilardo devido a radiagdo incidente e espalhardo em todas
as dire¢Oes. Para especificamente a diregdo representada
abaixo, onde os raios paralelos secundarios emergem em
um angulo 8 como se fosse refletido pelo plano, um feixe
espalhado terd sua amplitude maxima, isso ¢, as ondas
estardo em fase



Figura 7: Representagdo esquematica (fora de escala) da lei de Bragg. S
¢ o vetor espalhamento do espalhador al. A diferenga de caminho 6tico
entre os planos 1 e 2 ¢ BC + CD e esta representada na cor vermelha. Os
raios-X incidentes formam um angulo 6 com o plano difrator. Verifica-se
a condigdo de difragdo quando a diferenga de caminho dtico ¢ igual a um
multiplo inteiro do comprimento de onda.

Completando os tridngulos ABC e ACD da Figura 7,
torna-se claro que a diferenga de caminho 6tico entre os
planos BC + CD = 2BC = 2sen 6 ¢ . Para que os feixes
continuem em fase, a diferenca de caminho 6tico devera
ser igual a um multiplo inteiro do comprimento de onda A,
dado por

2dsenf = nd (6)

Um cristal ¢ composto ndo apenas por um plano de
difragdo, mas por uma familia de planos obtidos pela divisdo
dos eixos a, b e c. Nesse sentido, os indices de Miller hkl
relacionam o espaco direto ao espaco reciproco, dividindo
os eixos abc em porgdes iguais, distantes, ¢ onde cada
espagamento representa um nivel do plano difrator. Em
outras palavras, como a diferenca de caminho 6tico deve
ser igual a um inteiro, o primeiro plano esta localizado em
ao passo que o plano seguinte mais proximo que satisfaca

tal condi¢@o devera cortar o eixo a no segundo espagamento
e tera indice h igual a 2, como representado na Figura 8

fas=4 k=4
Ya=3 k=3
Sa=3 k=3
fa=1 =1
1_,-"“: Sa=0 h=0

Figura 8. Representacdo bidimensional das restrigdes de Laue para a
diregdo a. As linhas tracejadas indicam a familia de planos do espago

reciproco distantes 1/a, com niveis h, h, h,, h, e h,. As diregdes do vetor

S satisfazem as condig¢des de Laue (a). (b) representacdo tridimensional
das condigdes de Laue para a diregdo a.

As informagdes supracitadas e representadas na Figura
8 sdo consequéncia da explicacdo para o padrao de difragdo
apresentado por Max von Laue, na qual ele indica que, para
que um cristal apresente o maximo de difragao, é necessario
que sejam satisfeitas trés equagdes simultaneamente

S-a=h
S-b=k @)
S-c=1

Considerando tanto o espago direto quanto a
reciprocidade desse, a distincia interplanar da Figura 7 ¢
representada por d, € a Equagdo 6 torna-se

2d,,, senf = ni (®)

em que n ¢ um inteiro. A Equacao 8 ¢ conhecida como a lei
de Bragg''.
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Densidade Eletrénica

Cada feixe espalhado tem comprimento de onda A ¢ é
representado em funcao de sua amplitude e fase. A amplitude
¢ diretamente proporcional a densidade eletronica, p(r), e a
fase ¢ dada em fun¢do da direcdo do vetor espalhamento
S (referente ao espaco reciproco) ¢ do vetor posigdo r
(referente ao espago direto) do centro espalhador. A fungdo
espalhamento F(=) depende do vetor espalhamento e da
densidade eletronica. Uma vez que p(r) diz respeito a um
unico atomo, a funcdo espalhamento fornece o fator de
espalhamento atomico f 12. O espalhamento da radiagdo
decorrente de um atomo a, distante r da origem da cela
unitaria é dado por

sz f_; . o2mi r.S )

sendo f, = f, = fator de espalhamento atémico de aj, quando
o centro espalhador esta na origem. Representando cada
onda espalhada por um vetor, o fator de estrutura F pode
ser obtido pela resultante vetorial das ondas espalhadas
individualmente, sendo constituido por um mddulo, fase e
diregdo proprios, como na Figura 9

+ sind

Figura 9. Representagdo do fator de estrutura resultante da soma das
ondas espalhadas f, f,, f, e f,. O eixo das ordenadas representa o seno,
enquanto que o eixo das abscissas representa 0 coseno.
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em que f, f, f, e f, sdo as ondas espalhadas individualmente
eF ¢a resultante vetorial das ondas espalhadas, o fator de
estrutura. Como visto na imagem acima, o fator de estrutura
total de uma cela unitaria com N 4tomos estd decomposto
em N ondas, cada uma com diferentes amplitudes e
frequéncias. A tal decomposigdo da-se o nome de Analise
de Fourier®. O fator de estrutura esta constituido por uma
componente senoidal e uma componente cosenoidal, sendo

seu médulo dado por

y 3

ooy (S ) (S| a0

Considerando que os indices 4kl indicam o local de
corte dos eixos abc e que a diferenga de caminho 6tico diz
respeito a sucessivas reflexdes de planos sucessivos de uma
mesma familia (com intervalo de 2x), a diferenca de fase
em radianos entre a origem e um ponto localizado em ux,
A

=2n(hx +ky +1z) =2n(r-5 (11)

Substituindo a Equagao 11 na Equagédo 10

|Fl = Eil."wr_‘:liia + kv, + [z ||. - Zl_r’ sen2m{hx, + ky, + Iz I]I (12)

Considerando, agora, a representagdo exponencial e
complexa do fator de espalhamento de N 4tomos da cela
unitaria, 0 mesmo pode ser representado por

_Zf o2mi(heptkyy+iz)) (13)

ji=1 i=i

Finalmente, uma forma generalizada do fator de
estrutura é dada em funcdo da densidade eletrdnica do
cristal. Para isso, aborda-se o espalhamento de todos os
elementos infinitesimais da densidade eletronica de uma
cela unitaria



=i Ay ek i -

Fuy: = ox.y.z) e Hildp = . gir): t"'.-:”-‘:n’:' (14)

Tao importante quanto o céalculo do fator de estrutura
para uma dada distribuicdo eletronica ¢ o calculo da
distribui¢do eletronica a partir de um dado conjunto de
fatores de estrutura, ou seja, o inverso da analise de Fourier.
Tal procedimento ¢ feito através da série de Fourier (série
de componentes cosenoidais e senoidais ajustados por
uma constante CH que integram uma func¢do periddica
desconhecida). A constante, por sua vez, relaciona-se ao
fator de estrutura de modo a obter de uma expressao da
densidade eletronica em fungdo do fator de espalhamento,
como ilustrado na Equagdo 15

Py} = 3 D Y e itk o o Y2 FuenE - (15)

1

A expressio da densidade eletronica mostrada na
Equagdo 15 mostra similaridade com a expressdo do fator
de estrutura da Equacdo 14. Isso se da pelo fato de que a
primeira é uma expressao para a densidade eletrdnica no
espago direto em termos de fator de estrutura no espago
reciproco, enquanto que a segunda representa o fator
de estrutura em termos da densidade eletronica. Em
outras palavras, o fator de estrutura ¢ a transformada de
Fourier da densidade eletronica e a densidade eletronica
¢ a transformada de Fourier inversa do fator de estrutura,
evidenciado pelo sinal negativo da exponencial’. Uma
expressdo alternativa para a expressdo de densidade
eletronica da Equacdo * pode ser obtida partindo da forma
polar do fator de estrutura

'Fhi:.' = lf‘__':mje:r:h:;; - |Fhu|€1::n;‘k: (16)

e substituindo a Equagdo 16 na Equagdo 15

1 Sy S
P(Ir}?-:J =F ZZZ Fhk.le-_.'.‘. hx+ky+is ﬂ’:k." (17)

em que a’hkl é o angulo de fase em radianos. A Equagao 17
€ vantajosa, uma vez que o angulo de fase 2na’,  para cada
coeficiente aparece explicitamente®.

A exposic¢ao do cristal aos raios-X resulta em um conjunto de
amplitude das ondas espalhadas| 7, | , mas o conjunto de fases
correspondentes o’hkl ndo podem ser definidos diretamente
pelo experimento. O conhecimento das fases dos fatores de
estrutura ¢ de vital importancia para calcular a sintese de
Fourier da densidade eletronica por meio da Equagdo 17.
Assim sendo, a estrutura cristalina ndo pode ser determinada
por experimentos diretos, uma vez que a formagéo da imagem
correspondente nao ocorre e, também ndo pode ser obtida
diretamente por célculos devido ao desconhecimento das
fases relativas as ondas da radiacdo. A estrutura cristalina ¢
determinada indiretamente partindo-se do padrao de difragdo,
procedimento no qual as fases sdo perdidas. Logo, fica
evidenciado o problema da fase, visto que a determinagdo
da densidade eletronica depende do conhecimento das fases
perdidas durante o processo de medida'®.

Concluséao

Nesse , foram detalhados os trés pilares da teoria basica
cristalogréafica (simetria, difragdo de raios-x e densidade
eletronica). E claro que uma elucidagdo estrutural envolve
outros aspectos nido abordados aqui, mas os conteudos
explanados sdo de vital importincia na compreensdo da
metodologia cristalografica. Dessa maneira, espera-se que
tais contetidos auxiliem na correlagdo teoria versus pratica
envolvida em analises dessa natureza.
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