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Aplicacdo da Equacdo do
Calor em Coordenadas
Cilindricas: Cdlculo da

Difusividade Térmica

Moénica F. de Sousa, José S. Sales & Orlene S. da Costa

Neste trabalho, apresenta-se um método para a obtencdo da difusividade térmica
de um creme hidratante imerso num recipiente cilindrico metalico com termopares
colocados nas posigdes radiais. Para isso, foi resolvida a equacao do calor em coordenadas
cilindricas, sem fonte de calor interno, considerando a propaga¢ao do calor radialmente
no meio isotrépico e homogéneo, obtendo uma expressao analitica completa.
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In this paper we present a method for obtaining the thermal diffusivity of a cream
moisturizer immersed in a metal cylindrical container with thermocouples placed at
radial positions. For this we solve the heat equation in cylindrical coordinates without
internal heat source, considering the propagation of heat radially in middle isotropic and

homogeneous, obtaining a complete analytical expression.

Keywords: thermal diffusivity; cream moisturizing; the heat equation.
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Introducéo

As propriedades fisico-quimicas sdo importantes nos
estudos de solidos e liquidos que sofrem aquecimento
e resfriamentos. A difusividade térmica ¢ uma dessas
propriedades que indica a velocidade com que o calor
se propaga através da substancia, permitindo conhecer
como alguns parametros fisico-quimicos sio alterados'.

A difusividade térmica também ¢ conhecida como
a razao entre a condutividade térmica ke o produto da
capacidade térmica ¢ ¢ amassa especifica p, que mede a
razdo entre a capacidade da substincia conduzir energia
e a capacidade de acumular calor dada por:

O]

p-Cy,

Muitos métodos sdo classicamente utilizados para
determinagao da difusividade térmica de substancias solidas,
liquidas e pastosas, por exemplo, por meio da razdo entre
condutividade térmica e o produto da massa especifica e
calor especifico reportado no artigo de SWEAT?, da fonte
de calor secundaria de calor, em forma de bastdo
acoplado a um termopar inserido no sélido e fixado em
paralelo a fonte de calor principal * e de observagdo da
distribui¢do da temperatura no interior da amostra ou
fluido durante o aquecimento ou resfriamento® . Citando
ainda o modelo condutivo associado a um algoritmo de
otimizag¢do, que calcula a soma dos quadrados residuais
obtidos da comparacdo entre os dados experimentais e
simulados ¢. Na literatura também aparece determinacao
da difusividade térmica de alimentos com solugdes
analiticas com o uso da equagdo do calor, por exemplo,
no artigo de Markowski’ e no artigo de Oro®.

A equacgdo da propagacdo do calor U = U(r,g, z,t) em
coordenadas cilindricas ¢ dada por®:

R
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'arrar 2 g2 3z K a 9t

sendo ¢ a fonte de calor interna.
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Detalhes Experimentais

Para o método, foi contruido artesanalmente um
recipiente cilindrico, metalico, com didmetro de 18,30
cm, altura de 5,80cm e espessura da parede de 0,10 cm,
isolado termicamente no topo e na base, contendo creme
hidratante corporal, a fim de promover a transferéncia de
calor radialmente, regime transiente, visto na Figura 1.

Figura 1. Recipiente metalico contendo creme hidratante corporal,
isolado termicamente na base e no topo com isopor na tampa dotada de
trés termopares digitais na dire¢do radial.

O conjunto metalico, creme hidratante corporal, foi
colocado em um banho termostatizado, com temperatura
de 40°C, mostrado na Figura 2.

Figura 2. Sistema cilindrico de transferéncia radial de calor por condugao,
inserido em banho termostatizado, com termopares acoplados.

O bindmio, tempo e temperatura, foi registrado
durante 90 minutos, com intervalo de dois em dois
minutos. As temperaturas foram registradas nas posi¢des
6,10 cm, 3,05 cm e 0,00 cm, respectivamente, de acordo
com a distribui¢do da temperatura mostrada na Figura 5.
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ANALISE MATEMATICA DA TRANSFERENCIA
DE CALOR COM CONDICOES DE CONTORNO

Nesta secdo, sera apresentada a solucdo da equagdo
do calor com as condi¢cdes de contorno, de acordo
com as medidas experimentais descritas, a fim de
obter e apresentar um método simples para o célculo
da difusividade térmica, com a propagac¢do do calor
ocorrendo radialmente.

Considerando a substancia isotropica ¢ homogénea,
sem fonte interna de calor, e com a propagacdo do calor
ocorrendo radialmente a equagdo (2), torne-se:

1 d atr 1 dU
2 Byhooy, 1os o
r dr\ or a It

Agora a distribuigdo de temperatura U(r,0, zt) =
U(r,t), usando o método de separacdo de variaveis com
U(r,t)=R(r)T(t), tém-se duas equagdes independentes
dada por:

1@ _ o, ,
al(t) at ' @

cuja a solucdo ¢ dada por:

T(t) = A+ Be ¥, )

e a outra ¢ dada por:

_d*R R
e () +r () +

Z,.2 ErS 6
o = A*r*R(r) =0, (6)
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sendo a solugdo em termo da série de Bessel '° dada por:

R() = o) = Toep =2 ()7, ()

=0 pirin+1) \ 2

cujo grafico da fungdo de Bessel J; (x) € mostrado na
Figura 3.

; Aﬂﬂﬂﬂﬂﬂhnnnnnhhnnnnnnn
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Figura 3. Gréfico da fungdo de Bessel J (x).

Generalizando, ou secja, fazendo Ar—Ara solugdo
geral da equagdo (3) pode ser escrita por:

U(r,t) =C, + Z Ce A= A, ™)
i=0

sendo que os coeficientes C, e C, foram determinados
usando a condicao que t—oo a temperatura da substancia
€ a temperatura do banho T, ou seja,

U(r,) =C, = T,. 9)
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Mas, na condi¢ao em que a medida da temperatura
na extremidade r = a, raio do recipiente, ¢ também a
temperatura do banho T, para qualquer t, inclusive em
t=0 tem-se:

U(at) =T, (10)

basta encontrar graficamente Ar=x_i, na Figura 3, as
raizes da funcdo de Bessel J; (Aa). E no instante inicial
t=0, para qualquer posicdo r, tem-se que a temperatura do
material ¢ a temperatura ambiente T ,dada por:

o

; SO =Zcifo(,1irj, (11)

=0

usando a ortogonalidade das func¢des Bessel 2, os
coeficientes podem ser calculados por:

o (T —Tf) fu rJo(Ar)dr - (12)

i f; T'fa: (A4;r)dr

Das relagdes de recorréncia das fungdes de Bessel
tem-se:

_ 2T 1)

=m f 13
C: Aaf,(A,a)’ (13)

portanto, a solucdo da equacgdo do calor na distribuicao
da temperatura com a propagacgdo radial do calor em
substancias homogéneas e isotropicas, sera dada por:

o= e—ﬂ?ﬁ:t
Ur,t) =T; +2[zi’}.:,1 = Tf)meo (4, (14
i=0 :
sendo

J1 () = By~ (A) o (15)

nrint \ 2
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Para a posicdo r = 6,10 cm, nos instantes 16 min
(s6lida), 30 min (pontilhada), 40 min (tracejada) e 70
min (trago-ponto), traga-se o grafico da distribuicdo da
temperatura U(r,t) em funcdo da difusividade o, Figura 4.
Neste grafico, com o auxilio do grafico da distribuigdo de
temperatura, da Figura 5, com as respectivas temperaturas,
encontra-se a difusividade térmica média a_=1.49x107
m?/min=2.48x107 m?/sdo creme hidratante corporal.

454

U(r,t)
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Figura 4. Distribui¢do da temperatura em fungao da difusividade para
r= 6,10 cm nos instantes 16 min (s6lida), 30 min (pontilhada), 40 min
(tracejada) e 70 min (trago-ponto).

Para as posi¢des r =3.10 cm e r = 0,0 cm, em varios
instantes, simulados os graficos, apresentaram o mesmo
comportamento.

No grafico mostrado na Figura 5, apresenta-se
também o resultado teodrico (curvas solidas), a partir da
solugdo U(r,t) da equacdo do calor, dada pela Equacao
(15), para a posi¢do r = 6.10 cm (asterisco), r = 3,05
(cruz) cm e r = 0,0 cm (quadrada).
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U(r,1)

Figura 5. Distribui¢ao da temperatura em fung¢do do tempo para r =
6,10 cm (asterisco), r = 3,05c¢m (cruz), r = 0 (quadrada).

Conforme esperado, a difusividade térmica do
creme hidratante corporal ¢ menor que, por exemplo, a
difusividade térmica do cobre, dada por a = 1153x107
m?/'s, uma vez que o cobre ¢ um melhor condutor de
calor do que o creme hidratante.

Conclusao

A grande vantagem do método apresentado ¢ a sua
simplicidade de realizacdo experimental. Medindo a
temperatura em um dado instante, numa determinada posigao
radial da substincia, colocada num cilindro imerso num
banho termostatizado, considerando a substancia homogénea
e isotropica, e com o auxilio da Equagao (15), encontrou-se
a difusividade térmica diretamente no grafico da temperatura
em funcdo difusividade térmica. Neste, foi encontrado um
valor médio da difusividade térmica de um creme hidratante
corporal menor do que a difusividade térmica do cobre,
como esperado, pois se considerada a mesma area ¢ a mesma
espessura, uma parede do creme aquecido, este se aquecera
mais lentamente do que o cobre na mesma condigdo. O desvio
das curvas das distribui¢des das temperaturas experimentais
com as curvas teoricas, na Figura 5, classicamente, ¢, com
certeza, devido aos erros de medidas ,bem como a suposigdo
do creme utilizado ser uma substancia homogénea ¢ uma
substancia isotropica.
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